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3. Übungsblatt zur Theoretische Physik IIIa: Quantenmechanik
Abgabe: Dienstag 15.05.07 in der Vorlesung

Aufgabe 5(4 Punkte): Einfache Kommutatoren

Berechnet folgende Kommutatoren:

(a) [p̂xi
, x̂j ]

(b) [p̂xi
, p̂xj

]

(c) [x̂i, x̂j ]

Aufgabe 6(13 Punkte): Virialsatz

(a) Man zeige, dass für Hamilton–Operatoren der Form Ĥ = Ĥ(x̂, p̂) =
∑

k,m,nCmnp̂
m
k x̂

n
k mit

festen Koeffizienten Cmn (k ∈ 1, 2, 3 und n,m ∈ 1, 2, · · · ,∞) die folgenden Vertauschungs-
relationen gelten:

[Ĥ, p̂k] = −
~

i

∂Ĥ

∂xk
, und [Ĥ, x̂k] =

~

i

∂Ĥ

∂pk
.

(b) Berechnet den Kommutator [x̂ · p̂, Ĥ] für alle Hamilton–Operatoren Ĥ der Form Ĥ =

T̂ (p̂) + V̂ (x̂) mit T̂ =
p̂2

2m .

(c) (Bonusaufgabe: 4 Punkte) Unter welchen besonderen Voraussetzungen gilt der Virialsatz
für die Erwartungswerte: 2〈T̂ 〉 = 〈x̂ · ∇V̂ 〉? Für welche Form des Potenzials V̂ gilt unter
Verwendung des Virialsatzes 〈T̂ 〉 = 〈V̂ 〉?

Aufgabe 7(8 Punkte): Rechnen mit Operatoren

Es seien Â und B̂ zwei Operatoren im Hilbert–Raum H. Zeigt folgende Behauptungen unter der
Bedingung, dass [[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0 gilt:

(a) eÂ+B̂ = eÂeB̂e−[Â,B̂]/2

(b) eÂeB̂ = eB̂eÂe[Â,B̂]

Hinweis: Es gilt eÂB̂ =
(

B̂ + [Â, B̂]
)

eÂ. Ein möglicher Lösungsweg für Punkt (a) basiert

darauf, dass man die Funktionen f(t) = et(Â+B̂) und g(t) = etÂetB̂e−t2[Â,B̂]/2 betrachtet und
zeigt, dass diese Funktionen der gleichen linearen DGL 1. Ordnung zu gleichen Anfangswerten

gehorchen. Analog für Punkt (b) kann man die Funktionen f(t) = etÂeB̂ und g(t) = eB̂etÂe[tÂ,B̂]

betrachten.
Bitte Rückseite beachten!−→
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Aufgabe 8(15 Punkte): Projektoren

Eine lineare Abbildung P̂ eines Hilbertraums H in sich selbst heißt (orthogonaler) Projektor, wenn
sie idempotent und selbstadjungiert ist, d.h., wenn gilt:

P̂ 2 = P̂ und P̂+ = P̂ .

1. Zeigt: Q̂ = 1̂− P̂ ist ein Projektor, wenn P̂ ein Projektor ist und es gilt P̂ Q̂ = Q̂P̂ = 0.

2. Berechnet die Eigenwerte eines Projektors.

3. Seien P̂ , Q̂ Projektoren, für die gilt: P̂ Q̂ = Q̂P̂ = Q̂. Zeigt, dass P̂ − Q̂ ein Projektor ist.

4. Sei φ ∈ H ein normierter Vektor und P̂ : H → H; η 7→ |φ〉〈φ|η〉. Zeigt, dass diese Abbildung
ein Projektor ist.

5. Seien ψ, φ ∈ H orthonormale Vektoren. Zeigt, dass die Abbildung

Q̂ : H → H; η 7→ |φ〉〈ψ + φ|η〉

idempotent aber kein Projektor ist.

Hinweise: Es wird voraussichtlich insgesamt 11 reguläre Übungsblätter geben.
Übungsblätter werden Dienstag in der Vorlesung ausgegeben und eine Woche später am Ende
der Vorlesung eingesammelt.
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