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Aufgabe 11 (10 Punkte): Fermionen und Bosonen

Wir betrachten ein quantenmechanisches System wechselwirkungsfreier Teilchen mit dem Ein-
Teilchen-Energieniveau E0. Ein Mikrozustand wird durch die Besetzungszahl n charakterisiert. Es
gilt n ∈ {0, 1} für Fermionen und n ∈ {0, 1, 2 . . .} für Bosonen.

1. Berechnen Sie die großkanonische Zustandssumme für Fermionen und Bosonen.

2. Wie lauten jeweils die mittleren Teilchenzahlen 〈n〉?

Alternativ kann man das System auch als eine Verteilung auf einem Fock-Raum (Summe von N -
Teilchen-Hilbert-Räumen) auffassen. Das heißt: Das System habe die Ein-Teilchen-Energieniveaus
Ei (i = 1, . . . ,∞), die jeweils mit ni Fermionen oder Bosonen besetzt werden. Ein Fock-Zustand
ist dann beschrieben durch |n1, . . . , ni, . . . 〉.

3. Wie lautet auf diesem Raum der Hamilton-Operator?

4. Berechnen Sie in diesem Formalismus den Erwartungswert des Teilchenzahloperators

〈N̂〉 = tr
(
ρ̂N̂
)

.

5. Zeichnen Sie die Besetzungswahrscheinlichkeit in Abhängigkeit von der Energie für beide
Teilchensorten.

6. Berechnen Sie die Shannon-Information I.

Aufgabe 12 (10 Punkte): Statistischer Operator gemischter Zustände
Im Folgenden sei ρ̂ ein statistischer Operator ρ̂ =

∑
α Pα|α〉〈α| eines gemischten Zustands.

1. Leiten Sie zunächst aus der Schrödinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator Ĥ folgende
Gleichung (von-Neumann-Gleichung) her:

∂ρ̂

∂t
= − i

~

[
Ĥ, ρ̂

]
.

Zeigen Sie nun folgende Eigenschaften:

2. 〈Â〉 = tr
(
ρ̂Â
)

3. tr (ρ̂) = 1

4. ρ̂2 6= ρ̂ und tr
(
ρ̂2
)
< 1, falls Pα 6= 0 ist für mehr als ein α

5. ρ̂+ = ρ̂

6. Es seien die Operatoren ρ̂ν Dichtematrizen, die folglich die Bedingungen aus Aufgaben
(12.2)-(12.5) erfüllen, und Pν ≥ 0,

∑
ν Pν = 1. Zeigen Sie, dass

∑
ν Pν ρ̂ν ebenfalls diese

Bedingungen erfüllt.


