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Abgabe: bis Dienstag 12.05.2009 10:15 Uhr in der Vorlesung.

Aufgabe 5 (10 Punkte): Operatoren in zweiter Quantisierung

In der VL wurden sowohl die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der quanti-

sierten Gitterschwingung [IA);’q, IA)j’q mit Wellenvektor q in Mode j (LA,LO,TA, TO) ], als auch der

Elektronen (&;Sk, a, . in Band A, Spin s mit Wellenvektor k) eingefiihrt.

1. Zeigen Sie explizit durch Einsetzen, dass die bosonische Kommutatorrelation [Biq,bj. q,] =
ihqu/ém erfiillt ist.

2. In der VL wurde gezeigt, dass der Erwartungswert der quantisierten Auslenkung () ver-
schwindet. Zeigen Sie, das im Gegensatz dazu die Standardabweichung o2 = (((a) — @)?)
ungleich Null ist.

3. Zeigen Sie das in einem Reservoir von harmonischen Oszillatoren fiir den Erwartungswert

(B by ) =t (B by ) = Bea 0 ST
gilt. Dabei ist fc'i‘;se = [exp (Bhwq,;) — 1]~ die Bose Verteilungsfunktion und 3 = (kgT')~ L.
Da das Bosonenreservoir ein Warmebad darstellt, handelt es sich um ein kanonisches Ensem-
ble. Nutzten Sie den entsprechenden statistischen Operator p = exp (—BlﬁIR)/ZR. Der Ha-
miltonoperator des wechselwirkungsfreien Bosonenreservoirs ist durch Hg = > q hwq,jl;;qf)j’q
gegeben. Die Spur wirkt wie folgt:

tr(x) = Y (gl (el ¢ [X] ) R ) [7ay.51)-
{naq,;}

4. Zeigen Sie das in einem nicht interagierenden Elektronengas (Einbandmodel) fiir den Er-

wartungswert

(] iy o) = tr (@l ity 0p) = koG S35™
gilt. Hier ist s und s’ der Elektronenspin, welcher die Werte +1/2 annehmen kann. Die
Fermi-Dirac Verteilungsfunktion ist durch (';Z»rm' = lexp (B (eq; — 1)) + 1] ! gegeben. Da
nun auch Teilchenaustausch moglich ist, befinden wir uns in einem grosskanonischen Ensem-
ble. Der statistischen Operator ist durch p = exp (—=BHe — uIN)/Zg gegeben, wobei der
Hamiltonoperator durch H, = Zkﬁ Ek,sdi,kds,k definiert und N der Teilchenzahloperator
ist.

Bitte Riickseite beachten!—
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Aufgabe 6 (10 Punkte): Quantisierung der Elektron-Phonon Wechselwirkung
Der Hamiltonoperator der Elektron-Phonon Wechselwirkung lautet in 2. Quantisierung:

Hetph = > 3 (11 - Vi, Veilr = R,)[2) a]
1,2 n

(a) Zeigen Sie, daB gilt:

_ (it i At
Hapn = Dy (bj,—q + bj,q) ) gk k
A7-]‘71{7(].

mit Dg; = —i (h/(2mw;.q))"/* A; - aVy

(b) Interpretieren Sie das Ergebnis anhand einer Skizze.
Voorgehensweise:

e Das periodische Potential Vi(r — R,,) als Fourierreihe <71N >k eik(r—Rn)Vk) schreiben.

e u, aus der VL einsetzen und V wirken lassen. n-Summe auswerten (—Kronecker).

e Fiir |2) und (1| Blochfunktionen einsetzen und iiber Einheitszellen auswerten (noch mehr
Kronecker).

e Nach Indexumbenennungen erhdlt man das Ergebnis.



