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Bei den schriftlichen Ausarbeitungen werden ausführliche Kommentare zum Vorgehen erwartet.
Dafür gibt es auch Punkte! Die Abgabe soll in Dreiergruppen erfolgen.

Aufgabe 22 (12 Punkte): Ionisiertes Wasserstoffmolekül H+
2 : kovalente Bindung

Das ionisierte Wasserstoffmolekül H+
2 besteht aus

einem Elektron mit der Ortskoordinate r und zwei
Wasserstoffkernen mit den Massen M1 und M2

an den Orten Rα und Rβ. Die aus der Born-
Oppenheimer-Näherung resultierende Schrödinger-
Gleichung für die elektronischen Zustände lautet:

HElψν(r;Rα,Rβ) = EElν (Rα,Rβ)ψν(r;Rα,Rβ)

mit dem Hamilton-Operator

HEl = − ~2

2m
4r +

e2

4πε0

(
1
R
− 1

rα
− 1

rβ

)
.

Dabei hängen EElν (Rα,Rβ) und ψν(r;Rα,Rβ) pa-
rametrisch von den Kernkoordinaten Rα und Rβ

ab. Für die Grundzustandswellenfunktion des H+
2 -

Ions kann näherungsweise der Ansatz

ψ(r) = cαϕα(rα) + cβϕβ(rβ)

verwendet werden, wobei cα und cβ komplexe Koeffizienten und ϕi(ri) um den i-ten Kern kon-
zentrierte (normierte) Wellenfunktionen sind i ∈ {α, β}.

(a) Zeigen Sie, dass man mit obigem Ansatz nach dem Ritz’schen Variationsverfahren folgendes
Gleichungssystem zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten cα und cβ erhält:

(1)
(
Hαα − EElTαα Hαβ − EElTαβ
Hβα − EElTβα Hββ − EElTββ

)(
cα
cβ

)
=
(

0
0

)
.

Die Matrixelemente Hij des Hamilton-Operators und die Überlappmatrixelemente Tij sind
dabei definiert durch

Hij =
∫
ϕ∗iH

Elϕj d
3r; Tij =

∫
ϕ∗iϕj d

3r .

(b) Zeigen Sie, dass aus Gl. (1) für die elektronischen Energieeigenwerte und -zustände folgt:

E± =
Hαα ±Hαβ

1± T
; ψ± =

1√
2(1± T )

(ϕα ± ϕβ) .

Hinweis: Es gilt Hαα = Hββ und Hαβ = Hβα. Denken Sie auch daran, dass die Wellen-
funktion normiert sein muss.

Bitte Rückseite beachten!−→
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Bemerkung: Man kann sich dem Problem auch von einer anderen Seite nähern. Eine einfache
Beschreibung für das Elektron im H+

2 -Ion ist durch folgendes Modellpotenzial gegeben:

V (x) = − e2

πε0
(δ(x− a) + δ(x+ a)).

Die Lösung erfolgt dann ähnlich zu Aufgabe 5 (δ-Potenzial)

Aufgabe 23 (8 Punkte): Gestörter harmonischer Oszillator
Betrachten Sie den gestörten harmonischen Oszillator Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 mit

Ĥ0 =
p̂2

2m
+

1
2
mω2x̂2 und Ĥ1 = εcx̂4

mit |ε| << 1.

(a) Drücken Sie den Hamiltonoperator mit Hilfe von Leiteropratoren â und â† aus.

(b) Berechnen Sie die Energiekorrektur erster Ordnung E
(1)
n und geben Sie explizit E

(1)
0 an.

(c) Berechnen Sie nun auch die zweite Energiekorrektur zur Grundzustandsenergie.

Hinweis: Die Summation in der zweiten Energiekorrektur erfolgt über alle ungestörten Ei-
genfunktionen von Ĥ0. Begründen Sie zunächst, warum die meisten Summanden keinen
Beitrag zum Ergebnis leisten.

Aktuelle Informationen werden auf der Webseite bekannt gegeben. Diese ist zu erreichen über

http://www.tu-berlin.de/?98665
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