8. Woche 31.5./1.6.11

6.4 1D harmonic oscillator revisited
° Was wir schon wissen (Kap. 4, Mechanik Kap. 1.4.9)

Motivation:

— Atom- und Molekilspektren

QM
— Gitterschwingungen — Normlkoordinaten — ungekoppelte HO — Phononen;
Warmekapazitit von Festkorpern bei niedrigen Temperaturen ¢(T — 0) ~ T® (Debey)

— "Quantisierung” des elektromagnetischen Feldes — Hohlraumstrahlung (Planck, 1900)

klassische Beschreibung:

Teilchen oszilliert, x(t) = Acos(wt+¢), o’ = ﬁ
m

Energie E = %)’(2 +UX)=...= %(DZAZ zwischen 0 < E < o , kontinuierlich

guantenmechanische Beschreibung: (Kap. 4)

Ohne Rechnung:

— da Potenzial U(x) zeitunabhangig, folgt y(x,t) = y(x) e
— da U(x) = U(-x) sind alle WF y(x) gerade oder ungerade.
— da wir das eindimensionale Problem behandeln und U(x — ) = o, erwarten wir fur die

untersuchte gebundene Bewegung ein diskretes, nichtentartetes Energiespektrum.

Mit Rechnung:

In Kap. 4 haben wir mit der Sommerfeld“sche Polynommethode die stationdre Schrodinger-

Gleichung in (wie wir jetzt wissen) Ortsdarstellung geldst, um (x) und E, zu bestimmen:

m d2y(x) mo? , y=ex a=2s  dPy(y)
- —X"y(x) =Ewy(x 2 ho_
om ol T 2 y(x) = Ey(x) dy’

+(a-y*)y(y)=0.



y2

Asymptotik: y(y)~e 2 <> Normierbarkeit

Asymptote abspalten, Potenzreihenansatz fiir den "Rest", Rekursionsformel

1 1 1

y2

v(y)=f(y)e =, fy)=Yay 2k+1-o

a,=———a,.
2 (k+)(k+2) ¢
Normierbarkeit sichern

a, =0, wenn n ungerade
a=2n+1, n=0,12,... sowie
a, =0, wenn n gerade

ergibt E=E, = ( n +%j ho, n=0,12.... 4quidistantes nichtentartetes

Energiespektrum mit den dazugehdrigen Eigenzustanden/EF
1

mo ¢ 1 mo mo ,
"’”(X):( h ) Jz“n!H”[\/?] exp[_z_hx )

n

wobei H, (z) = (—1)”eZz :—nezz die hermiteschen Polynome sind.
z

2
Diese l6sen die ODE d—z— 2yi+ 2n)H, (y)=0.
dy dy

fur die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fanden wir

1

nVA? — x? ’

0, sonst

| x|<A

lim [y, ()| = w,,(x) =




) Dirac: Darstellungsunabhangige, algebraische Losung des EWP fir den

Hamilton-Operator des HO

ausschlieBlich unter Verwendung der darstellungsinvarianten (warum?) Vertauschungs-

relation zwischen Orts- und Impulsoperator [)2 f)x]: i — Operator-Methode oder

Besetzungszahldarstellung <> Il. Quantisierung (s.u.)

2 2 R a2 2
H(px,x) = &_{_ ma X2 Korrespondenzprinzip o {4 _ p_x+ Mo L2 mit [)A(, ﬁx]: in. (H1)
2m 2 2m
Dirac fiihrt den Operator & und seinen adjungierten a*ein
~ mo -~ i ~ )
a= oK+ b, = (8" +4)
2h 2mhaom
\/ o 2mom . (H2)
AR L S b, =i MO (3 _3)
2n  J2mhe " 2

Offensichtlich sind weder a noch a*selbstadjungiert. Sie gentigen der Vertauschungsrelation
[a.a7]=1, bzw. 32" =1+4'4 (H3)

denn

mo . i . mog 4 ([ 12 & P,
, - = ——[%,B, )+ =[P, X ] = = (~in +in) =1.
[ 2h X+\/2mhmpx 2n \/thmpx} 2h[3(7;ij+2h[i)-_iﬁi] 2n )

in

o o 01y ies ey 1(met., p2) 1
Wegen a‘a= X%+ 24— (Xp,-p.X)=—| —X*+x |-= folgt
0 oPx* 25 (B - ) ol T g ]G

i = h@(a+a+lj . (H4)



Damit ist das Eigenwertproblem (EWP) fur den Hamilton-Operator H auf das des Operators

)
Il
Q>
+
Q>

(HS)

zuriickgefhrt. Wir bezeichnen die EF des Operators N mit |n), die entsprechenden EW mit

n und l6sen die Gleichung

N|n>:n|n>. (H6)

. Eigenwerte von H

(i) Der Operator N ist hermitesch, denn N* = (4"a)" =aa** =44 = N. Also sind die EW n

reell.

(if) Die EW von N sind nicht negativ, denn n = (n|N|n) = (n|3"4

n)=(an|an)>0. Damit

ist das Spektrum von N nach unten beschrankt.

(iii) Aus N|n>: n|n) folgt N(é|n>)=(n —1)(é|n>).
Das bedeutet: Wenn |n) EF von N zum EW n ist, dann ist a|n) ebenfalls EF von N,

allerdings zum EW (n-1). Beweis:

A

Ria[n) = @*8)a|n) = (3" ~1)|n)=a(@'a-1)|n)=aN|n)—4|n) =an|n)—a|n) = (1~1)(4]n))

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die EW von N (wie die von H ) nicht entartet

sind”, folgt &|n) = const|n—1) wegen N|n—1>:(n—1)|n—l> (H6). Im Gegensatz zu |n) ist

é|n> noch nicht normiert. Wir finden <én|én> - <n|é*é|n> = <n|N|n> = n<n|n> =n, damit ist

é|n>=x/ﬁ|n—1>. (H7)



(iv) Analog wird die Gultigkeit der Relation N (é*|n>): (n +1)(é*|n>) bewiesen:

Rian) =4 @a")n) = a*@'a+Dn)=a'N|n)+an) =a'n|n)+a"n) = (n+1)(a°|n)).

Also ist a*|n) = const|n +1) ; Normierung ergibt

z§1+|n>‘2 :<é+n é+n>:<n|éé+|n>:<n|1+é+é|n>: @+n)(n|n)=1+n d.h.
a*|n)=vn+1jn+1) . (H8)

Zwischenbilanz: Ist |n> EF von N zum EW n ist, dann ist é|n> EFvon N zumEWn -1

und &*|n) EFvon N zum EW n + 1: Damit gilt z.B.

@)»n)=yn+n(n+2|n+2)  oder (d)°n)=4n(n-1(n-2)|n-3)  usw.

(v) Bei wiederholter Anwendung von a auf |n> kdnnten im Widerspruch zu (ii) negative

EW auftreten. Folglich muss ein Grundzustand — Vakuumzustand |n,) mit a|n,)=0

existieren. Wegen N|n,)=44|n,)=4"0=0 istder EW von N zum Grundzustand |n,)
gleich Null. Entsprechen der in (H6) vereinbarten Notation schreiben wir deshalb den

Grundzustand als |0) anstelle von |n,); allerdings ist |0) nicht der Nullvektor, denn

(0|0) =1.

(vi) Das Spektrum von N ist nach oben unbeschrankt.

Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an. Sei n_,, der groRte EW von N, d.h.

A+

a*|n.) =0. Dann wére

Ang

0=|(a" 2 :<é+n é+nmax>=<nmax|aa M e ) = (M [ (NH) [N ) = 1y +1

|nmax>

max

also n_,, im Widerspruch zu (ii) negativ.

ax



Fazit aus (i) — (vi): EW des Operators N sindn=0,1,2, .... Wegen (H4) ,

A

H= hm(é*é+%} , ergibt sich daraus sofort das schon bekannte Energiespektrum des 1D HO

E, =hw(n +%J n=012.. (H9)

mit seine diskreten, dquidistanten, nicht entarteten Energieniveaus.

Wir wollen (H7-9) folgendermaRen interpretieren: Der n-te angeregte Zustand |n> des HO

ist mit n Schwingungsquanten der Energie 7o besetzt.

N gemaR N|n> =n|n) —  Besetzungszahloperator (Operator zur Observable:
Anzahl der Schwingungsquanten in |n))
a gemal &|n)=+n|n-1) — Vernichtungsoperator: Anwendung von & auf |n)

vernichtet ein Schwingungsquant

a* gemal &"|n)=+/n+1|n+1)— Erzeugungsoperator: Anwendung ... erzeugt ... .

Bemerkungen:

1. zweite Quantisierung

Offensichtlich lassen sich die Operatoren von Observablen, die nach dem Korrespondenz-

prinzip Q(p,r) — Q= Q(p,T) aus den entsprechenden Phasenraumvariablen gebildet werden

konnen, als Produkte der Operatoren aund a* darstellen. Zu berticksichtigen ist allerdings,
dass es nicht fur alle Operatoren klassische Analoga gibt, z.B. nicht fiir den Spin- oder fur den

Paritatsoperator.

Die Darstellung aller Operatoren von Observablen durch Kombinationen aus Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren wird als zweite Quantisierung bezeichnet und ausfihrlich im
Kurs ThPh V, QM Il behandelt. Sie ist von grundlegender Bedeutung fur die
quantenmechanische Behandlung von Vielteilchensystemen.



2. Glauber-Zusténde

Obwohl a und a* als nichthermitesche Operatoren zu keiner Observablen korrespondieren,

sind ihre EF |a;) gemaR
é|oc> = OL|OL>, a € C komplex

physikalisch relevant. Diese quasiklassischen/kohérenten/Glauber-Zustande haben

interessante Eigenschaften, von denen einige ohne Beweis aufgefiihrt seien

) h T "
- (Ax>‘m><Apx>‘m>_E — "minimale Wellenpakete
- (x)m> und (px>‘m> geniigen den klassischen Bewegungsgleichungen (oszillieren mit

Frequenz o, wohingegen <x>‘n> =<px>‘n> =0.



° Eigenfunktionen von H

H und N haben gemeinsame EF. Diese lassen sich durch aufeinanderfolgende Anwendung

von &" aus dem Grundzustand |0) gewinnen:

J0) =L, &) > [ =5470), &) =22), &) > [2)= ATy = @)

also
|n>=%(a+)“|o>, n=012,.. (H10)

e EFvon H in Ortsdarstellung

Grundzustand: Wir projezieren 4|0) =0 auf |x) und erhalten

= ([210) = x| G K ) 22 g5j0) T CBo) -

_ Mo / h dy,(X)
_\/;X\VO(X)+ m dX (Hll)

Diese ODE fir die Grundzustandwellenfunktion lasst sich durch Trennung der Variablen

l6sen ( r;—;me xdx = dv, ). Nach Normierung folgt das bereits in Kap. 4 gefundene
Yo
Ergebnis
i mm
Wa(¥) =[@je . (H12)
mh



Angeregte Zustdnde: Sukzessive konnen die Wellenfunktionen der angeregten Zustéande

gewonnen werden, z.B.

A mao hod 2mam
000 =8 = 0 = T2 [ o= 27 w0 13
denn mit (H11) %:—m W, ist — ‘/ f d\lfo 1/ X, .

dx mc)

Bemerkung: Die Substitution q = 1/@X mit a4 = mo d inp, = —ihi vereinfacht die
h dx h o dg dx
Ausdriicke erheblich, denn nun ist
é—i q+— —i q_i
2 V2
also
o @ = (alm) = (] @ " [0) = 4= | wo(@. (H14)
Jn! 2"n! dg

Zeigen Sie, dass daraus folgt

1

mow 1 i
H 2 . n=012,..
v, () = (nhj m (g)e n

n

wobei H_(q) = (-2)" e ddFeqz die Hermiteschen Polynome sind. Die H,(q) sind L6sungen

2

der linearen” homogenen ODE 2. Ordnung [dd—z— 2qdi+ ZnJ H, (q) =0 ist (zeigen!, vgl.
q q

Nolting, 4.170, S. 288 oder FlieRbach, S. 232).
Damit ist der Anschluss an die Behandlung des 1D HO nach der Sommerfeld”schen
Polynommethode im Kap. 4 vollzogen.



7. Der Messprozess in der QM

Beteiligte: Messobjekt (— MO)
Messapparatur (— MA)
Beobachter (B)

Messung: Wechselwirkung (— WW) zwischen MO, MA und B

klassische Physik:  Diese WW/wechselseitige Beeinflussung ist vernachléssigbar.

Quantenmechanik: ~ WW zwischen MO und MA ist nicht vernachléssigbar. Das Einschalten

der (makroskopischen) MA fiihrt in der Regel zur unkontrollierten
Storung des (mikroskopischen) MO. Die Messung dndert den Zustand des MO
(Zustandsreduktion, vgl. 3. Postulat), d.h. bei unmittelbar anschlieRender zweiter Messung

befindet sich das MO in der Regel in einem anderen Zustand als vor der Messung.

o Kombinierte Messung zweier Observablen A und B
Sei Aly,)=a,|y,) und B|d,)=b,|d,). Wir unterscheiden folgende beide Falle:

1. Fall:

Die beiden zugeordneten Operatoren A und B sind vertauschbar (— kompatible

Observable): [A, é]: 0. Dann besitzen sie einen gemeinsamen VONS, {|y, )} .

Eine A-Messung im Zustand |y) ergibt den Messwert a, mit Prob( a = a,)=|(y,, |\|/>‘2 und

reduziert |y)auf |y,).
Eine sofort anschliefende B-Messung ergibt mit Sicherheit den Wert b, denn

Prob( b =bn| a=ay)=|(w,|v,) =1.

10



2. Fall:
[A, I§]¢O, d.h. A und B besitzen unterschiedliche VONS, {|y, )} bzw. {|¢,)} -

Nach der A-Messung befindet sich das MO/gmS nicht in einem Eigenzustand von B.

Deshalb ist Prob( b = by|a=an)=(¢, lv,)| =1.

Fazit: Werden in der QM zwei verschiedene Observable zeitnah in unterschiedlicher
Reihenfolge gemessen, kann das Ergebnis unterschiedlich sein. Manche Observable sind in
der QM nicht gleichzeitig scharf messbar.

Die Behauptung/Feststellung, A und B seien/sind nicht gleichzeitig scharf messbar, wenn die

zugeordneten Operatoren A und B nicht kommutieren, wird durch die Angabe der folgenden
objektiven unteren Schranke fir die Streuung / die mittleren quadratischen Schwankungen der

Messwerte um den gmEWW quantifiziert:

AA-AB z% ‘< [A, é] >‘ - verallgemeinerte Heisenberg sche Unscharferelation,

wobei die Streuung Uber die gm EWW im Zustand |\|;> wie folgt definiert ist:

AA = (A= (R))) = (ol(A—wlAlw) )b =y Cwl &) - ((wlAlw))

Der Beweis dieses Satzes fut wesentlich darauf, dass A und B hermitesche Operatoren

sind. Mit A und B sind auch AA = A—<A> und AB = I§—<I§> hermitesch. Wir fiihren den

(nichthermiteschen!) Operator Q = AA—iLAB, A reell, und betrachten die nichtnegative

Funktion

f0)=(Q"

Q) =(v|Q"Qlw) = (Qu|Qu) >0 furalle o .

11



Es ist

£(1) = ((aA +12.AB)(aA -2 AB)) = <(AA)2>+ ix<AI§AA—AAAI§>+k2<(AI§)2> —a—ipA+yI

%,_J %/_J
. p y

o und vy sind positiv, denn fir jeden hermiteschen Operator F gilt
<|A:2> = <\|j||E|E|\|I> = <IE+\V‘IE\V> = <IE\V‘IE\V> >0

Wir berechnen f?

p =([nA a8]) = ([A.B]) =~([A.8])( B Al)=-([a.B])([A.8]) =-[([A.8])

denn fiir hermitesche A und B gilt

(A BIY ~{[e.Al)= (84)- (38) - (v 1BA1v)- (vl ABlv) = (ABv v) - (BAv]v)-

= (w[ABy) ~(v[BAY) =(y|AB-BAJy)=(|AB]).

Damit ist B rein imaginar.

Beachte: Wenn A und B hermitesch sind, dann ist [A, é]+ = [é,A]: —[A, é]. Statt [A, é] ist

i[A, I§] hermitesch; der gnEWW <[A I§]> ist also i.a. nicht reell.

Bei A = '2_[3 besitzt die positiv definite quadratische Funktion f(L) = a.—ipA+yA? ein lokales
Y

Minimum (f’(k) =2yA—ip =0, f”|LB =2y> OJ, der entsprechende Funktionswert
2y
i i i 2
1B =a—ip— B 1B =a +B— >0
2v 2v "2y 4y

12



BZ

ist positiv. Daraus folgt nach Multiplikation mit y > 0 schlielich ay > 4 also

(@AY )-{aB))= -1 (-|([A.8])]) baw. aa-am>L|([A8])] fur

. Energie-Zeit-Unschéarfe

Die Zeit ist in der QM ein Parameter, der nicht als EW eines Operators t aufgefasst werden
kann.

Es gibt verschieden Moglichkeiten der Herleitung der Energie-Zeit-Unschérfe AE At 2%

A: Formale Vorgehensweise: Angenommen, Aund H sind nicht explizit zeitabhangig. Dann
ist (vgl. Ehrenfest sche Satze — Ubung oder Poissson-Klammern und Integrale der

Bewegung in der KM)
i (A) = ([AR])+in = ([AR])

Aus der verallgemeinerten UR folgt

otz 3 [{[AA]) =315 (A)

il

Wir fuhren das Zeitintervall At, ein, indem sich der gnEWW <A> gerade um die mittlere

quadratische Schwankung AA verschiebt

13



Ein solches charakteristisches Zeitintervall, das fiir eine nennenswerte Veranderung der
statistischen Verteilung der Messwerte von A mindestens erforderlich ist, kann fur alle

Observable definiert werden. Da H die Energie E reprasentiert, "folgt" AE-At > %

Befindet sich ein gmS im EZ des zeitunabhangigen H (— stationdrer Zustand), dann ist
%<A> =0und At divergiert. Das ist nicht im Widerspruch zu AE- At > Z da in diesem

Zustand E scharf, also AE =0 ist.

B: Beschreibe gmT durch einen Wellenzug/Wellenpaket der Lange Ax . Fir die Strecke AXx

benotigt das Teilchen die Zeit At ~ ﬁ ("Zeitintervall des Vorbeiflugs"). Die
p)/m
2
A
Energieunscharfe AE ist wegen E ~ 2p_ etwa AE ~ <p>_p Das ergibt dann
m m
AE.At~ PP AX Aps
m  (p)/m 2

Bei der Verschiebung eines Wellenpaketes wird aus Ax — At , aus Ap— AE und aus

AX-Ap —> At-AE
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