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Aufgabe 15 (12 Punkte): Präparation und Messung nicht kommutierender Observablen.

Durch den Gesamtdrehimpuls ihrer Elektronenhülle können Atome ein magnetisches Moment be-
sitzen. Der hier betrachtete Drehimpuls kann drei verschiedene Werte annehmen. In dieser Aufgabe
befassen wir uns mit der Präparation und Messung dieser drei Zustände.

Abbildung 1: Durch sein magnetisches Moment wird ein Atom in einem räumlich variierenden
Magnetfeld abgelenkt. Mittels Absorbern A1 und A2 kann es in einem Zustand präpariert und
schließlich im Detektor gemessen werden.

Da die räumlichen Komponenten des Gesamtdrehimpulsoperators Ĵ nicht kommutieren (sie erfüllen
die gleichen Kommutatorrelationen wie L̂ auf Blatt 4), spielt die Reihenfolge in welcher der Zu-
stand |φ〉 bezüglich der Komponenten Ĵµ präpariert wird eine Rolle. Für die Eigenvektoren |mµ,ν〉
der Ĵµ gilt

Ĵµ|mµ,ν〉 = ~mν |mµ,ν〉,

mit µ ∈ {x, y, z} und mν ∈ {+1, 0,−1}. Um unsere Operatoren darzustellen, wählen wir als
ONS die gemeinsamen Eigenvektoren der Operatoren Ĵ2 und Ĵz. Schreiben wir die Zustände
|φ〉 = c1|mz,+1〉+ c2|mz,0〉+ c3|mz,−1〉 ≡ (c1, c2, c3)

T als dreidimensinoale Vektoren, lassen sich
die Komponenten des Drehimpulsoperators Ĵx, Ĵy und Ĵz durch folgende Matrizen darstellen;
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und wir können folgende Aufgaben in dieser Darstellung berechnen.

(a) Überprüfen Sie die Kommutatorrelationen zwischen den einzelnen Komponenten des Dre-
himpulsoperators untereinander, und mit Ĵ2 = Ĵ2

x + Ĵ2
y + Ĵ2

z . Interpretieren Sie das Ergebnis
bezüglich der Messung der Komponenten des Drehimpulsoperators.

(b) Betrachten Sie die in Abb. 1 dargestellte Abfolge von Präparationen und Messung. Der
Absorber A1 bewirkt eine Präparation des Zustandes |φ′〉 = |mz,+〉. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeiten für die drei Eigenzustände von Ĵx vor dem Absorber A2.
A2 bewirkt nun ein Präparation des Zustandes |φ′′〉 = |mx,+〉. Berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeiten für die drei Eigenzustände von Ĵz bei der Messung im Detektor und inter-
pretieren Sie das Ergebnis.
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7. Übung TPII SS18

(c) Wie ändern sich die Wahrscheinlichkeiten im Detektor, wenn der Absorber A2 weggelassen
wird? (In diesem Fall muss die 3. Stufe in x-Richtung verschoben werden. So gelangt jeweils
einer der drei präparierten Jx-Zustände (µx ∈ {+1, 0,−1}) in die dritte Stufe.) Berechnen
Sie die sich dadurch ergebenden neun bedingten Wahrscheinlichkeiten, und die drei totalen
Wahrscheinlichkeiten für die |mz,ν〉 (d.h. die Summe über die drei Strahlen nach der Ĵx-
Apparatur).

Aufgabe 16 (8 Punkte): Harmonischer Oszillator.

Der eindimensionale harmonische Oszillator ist durch den Hamiltonoperator

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2x̂2

charakterisiert.

(a) Begründen Sie die Bezeichnungen von b̂† und b̂ als Erzeugungs- und Vernichtungsoperator.
Berechnen Sie hierzu N̂ b̂† |n〉 und deuten Sie das Ergebnis.

(b) Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion die Normierung in |n〉 =
1√
n!

(b̂†)n|0〉, und auch

die folgenden Gleichungen:

〈n+ 1|b̂†|n〉 =
√
n+ 1, 〈n− 1|b̂|n〉 =

√
n, 〈n|m〉 = δnm.

(c) Bestimmen Sie die Unschärfen ∆x̂ |n =
(
〈n|x̂2|n〉 − (〈n|x̂|n〉)2

) 1
2 sowie ∆p̂ |n im Forma-

lismus der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren und diskutieren Sie ∆x̂∆p̂ |n.
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