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Abgabe: Mo. 24.06.2019 zum Vorlesungsbeginn
Bei den schriftlichen Ausarbeitungen werden ausfiihrliche Kommentare zum Vorgehen erwartet.
Dafiir gibt es auch Punkte! Die Abgabe soll in Dreiergruppen erfolgen.

Aufgabe 12 (30 Punkte): Independent Boson Model

Eines der wichtigsten und exakt-l6sbaren Dissipationsmodelle der Vielteilchenphysik ist die Kopp-
lung iiber das Matrixelement g, eines Spins mit Frequenz wp an ein Reservoir unabhangiger Boso-

nen mit Frequenzen w, und Vertauschungsrelation [bz ,bq,] = —04q'. Der Hamilton-Operator des
Systems lautet:
(1) H = huwo|1)(1] + K1) \X+thq e X:=Y g, (b;+bq).

q

Wir starten mit der Liouville-von Neumann Glelchung ihp = [H, p]. Gehen Sie wie folgt vor:

1. Gehen Sie ins Wechselwirkungsbild p(t) = U(t,0)p;(t)UT(t,0) mit folgender unitirer Trans-
formation: U(t,0) = exp|[—¢ <w0\1><1| +22 wqbzbq) t]. Wie lautet die Liouville-von Neu-
mann Gleichung im Wechselwirkungsbild? Zeigen Sie, dass der Hamilton-Operator im Wech-
selwirkungsbild lautet: H;(t) = ho11 X (t). Geben Sie X () explizit an!

2. Stellen Sie die Gleichung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude (1]p;(#)|0) := P(t)
auf! Wie wiirde die Losung lauten, wenn X (t) kein Operator ware?

3. Nehmen Sie ein finites Zeitinkrement At an und stellen Sie eine Gleichung fiir P(At) auf,
indem Sie den Differentialquotienten explizit ausschreiben. Zeigen Sie, dass die Gleichung
fir P(NAt) wie folgt lautet:

(2)  P(NA#) = e X (N-DANAL—iX(N=2)ADAG ., ~iX(A)At=iX(0)At ()
wenn At klein genug gewahlt wird.

4. Berechnen Sie nun den Kommutator von [X((n + 1)At), X (nAt)]. Welche Bedingungen
an die Operatoren A, B miissen fiir die Baker-Campbell-Hausdorff Formel exp[A] exp[B] =
exp[A + Bl exp[[A, B]/2] erfiillt sein?

5. Nutzen Sie nun die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel, um die ersten drei Exponenten in der
Gleichung fiir P(N At) zusammenzufassen. Zeigen Sie also, dass

2 n—1
(3) P(3At) =exp [—zAtZX (nAt) — (At)? Z Z (nAt), X (mAt)]/2| P(0).
n=0 n=1m=0

Wie lautet die Gleichung fiir P(NAt)?

6. In der Ubung wird mittels des Wickschen Theorems gezeigt, dass
(4) (e7 fotX(t/)dt/> = exp[— Z(gq/wq)Q(an +1)(1 — coswgt)].

q
Zeigen Sie nun mit den Ergebnissen aus 4. und 5. fiir hinreichend kleine At, dass

(P(t)) = <exp[—i /OtX(t’)dt’}> <exp[— /Ot /Otl[X(tl),X(tQ)]dtldt2/2]>

iApt — E(Qq/wq)z ((2ng + 1)(1 — cos(wqt)) + i sin(wgt))
q
Werten Sie die Gleichung fiir ¢ = 0 aus! Geben Sie A, explizit an!

(5) = exp (P(0)).
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Hinweise:
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