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Bei den schriftlichen Ausarbeitungen werden ausfiihrliche Kommentare zum Vorgehen erwartet.
Dafiir gibt es auch Punkte! Die Abgabe soll in Dreiergruppen erfolgen.

Aufgabe 9 (15 Punkte): Reine und gemischte Zustinde

Sei p Dichteoperator auf einem Hilbert-Raum H, also p = p*, p > 0, und Trp = 1. Ein Dichte-
operator p beschreibt einen reinen Zustand, wenn p in der Form p = [{){¢|, ||[¢] = 1, ¥ € H,
geschrieben werden kann.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge aller Dichteoperatoren konvex ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir einen reinen Zustand p eine Matrixdarstellung gefunden werden kann, so
dass in der Diagonale nur eine 1 und sonst Nullen auftreten, wahrend fiir einen gemischten
Zustand mehrere Diagonalelemente zwischen 0 und 1 vorkommen.

c) Zeigen Sie, dass p genau dann rein ist, wenn 5% = j gilt.
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(d) Zeigen Sie, dass sich jeder Dichteoperator als konvexe Summe reiner Zusténde schreiben
lasst, d.h. p =", A1) (], wobei >, A\; =1 und A; > 0 gilt.

(e) Zeigen Sie anhand eines Beispieles, dass die Zerlegung eines Dichteoperators in reine Zustande
i.A. nicht eindeutig ist. (Tipp: mischen Sie zwei nicht-orthogonale reine Zustande).

(f) Der Erwartungswert einer Observablen ist durch
(A) = Tr(pA)

definiert. Motivieren Sie diese Definition indem Sie A; in (d) als statistische Wahrschein-
lichkeit fiir den Zustand |[1);)(1);| auffassen. Warum ist (A) unabhingig von der gewihlten
Zerlegung von p in reine Zustande?

(g) Zeigen Sie mittels einer Zerlegung in reine Zustdnde, dass p(t) die LIOUVILLE-Gleichung

erfiillt, wobei H der Hamiltonoperator ist. Worin liegt der Unterschied zur Heisenbergschen
Bewegungsgleichung?

(h) Zeigen Sie, dass Tr p*(t) = Tr 5%(0), und sich daher ein gemischter Zustand nicht in einen
reinen Zustand entwickeln kann.

Aufgabe 10 (5 Punkte): Two-state density matrix
Consider a single mode of the electromagnetic field with Hamiltonian H = hw(a'a+3). In thermal

equillibrium at temperature T', the system is described by the canonical ensemble p = Z—le=H/ksT

—H/kpT

with partition function Z = Tr {e } Calculate the mean number of photons in the mode,

(n), and express the diagonal elements of the density matrix in the fock basis, p,, = (n|p|n), in
terms of this mean photon number (7).
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