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Aufgabe 22 (4 Punkte): Legendre-Transformation (1+1+2=4 Punkte)

Berechnen Sie die Legendre-Transformierten der Funktionen:
L f(z) = (z+a)?,
2. g(x,y) = Bxy* (nur nach y),
3. h(z) = ya3 + 4,

wobei «, 3, v und 0 Konstanten sind und z,y € R (!). Berechnen Sie zudem die Riicktransfor-
mation. Veranschaulichen Sie sich bildlich, warum die Legendre-Transformation streng genommen
nur fiir konvexe Funktionen eindeutig ist. Bei welcher der obigen Funktionen stoBt man deshalb
auf Probleme?

Aufgabe 23 (4 Punkte): Hamilton-Formalismus (2+1+1=4 Punkte)

Betrachen Sie ein Fadenpendel der Lange [ und der Masse m.

1. Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion H.

2. Zeigen Sie, dass H mit der konstanten Gesamtenergie F identisch ist. Diskutieren Sie fiir
kleine Winkel die Bahn des Systems im (g, p)-Phasenraum!

3. Leiten Sie nun ohne Verwendung der Kleinwinkelndherung aus den Hamilton'schen Bewe-
gungsgleichungen die Schwingungsgleichung her!

Aufgabe 24 (12 Punkte): Weihnachtsmann auf Kugel (2 Punkte pro Teilaufgabe)

Ein (fast) punktférmiger Weihnachtsmann der Masse m liegt in Ruhe auf dem obersten Punkt
(0 = 0) einer glatten Kugel (Radius R). Durch eine infinitesimal kleine Stérung beginnt er nun
reibungsfrei auf der Kugeloberfliche herunterzugleiten. Es soll berechnet werden, bei welchem
Winkel der Weihnachtsmann abhebt.

1. Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion fiir eine
allgemeine, freie Bewegung eines Massenpunktes

im Schwerefeld (9 = —ge,) in Kugelkoordina-
ten (r,0,¢). Wie lautet die zu ¢ gehdrige Erhal-
t2/p tungsgroBe? Uberzeugen Sie sich, dass die Varia-
o ble ¢ aus der Langrange-Funktion eliminiert werden

kann. Betrachten Sie im Folgenden das 2-dim. Pro-

blem mit der reduzierten Lagrange-Funktion Ly =
LO(T,?.”,H, 9)

Bitte Riickseite beachten!—
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2.

Um das eigentliche Problem des Weihnachtsmanns auf der Kugel zu 16sen, muss zusatzlich
zur Lagrange-Funktion die Nebenbedingung r = R erfiillt sein. Dazu koppelt man die
Nebenbedingung an Lg und definiert als neue Lagrange-Funktion:

L(r,7,0,0,\,\) = Lo + \(r — R).

Hierbei kann A als zusatzliche generalisierte Variable angesehen werden. Zeigen Sie, dass die
Lagrange-Gleichungen fiir L dquivalent zu den Lagrange-Gleichungen 1. Art fiir L (inklusive
Nebenbedingung!) sind.

Bestimmen Sie die generalisierten Impulse (inklusive py!). Zum Aufstellen der Hamilton-
Funktion miissen alle generalisierten Geschwindigkeiten durch Impulse ersetzt werden. Dies
gelingt im vorliegenden Fall nicht fiir alle dynamischen Variablen. Bestimmen Sie deshalb
die Hamilton-Funktion aus

H(T7PT7 07])97 )‘7p)\7 a) = p’/‘r +p90 + apy — L7
mit einer zusatzlichen Variable «.

Bestimmen Sie die Hamilton'schen Bewegungsgleichungen durch Variation der Wirkung

t2 . .
S[r,pr,0,p9, A\, pr, ] = / dt(p,7 + pet + pxA — H)
t1

nach allen(!) Variablen. Benutzen Sie die Bewegungsgleichungen der Variablen A\ und p)y
um die Variable o aus der obigen Wirkung zu eliminieren. Von welchen Variablen hangt die
neue Wirkung nur noch ab? Was passiert dadurch mit der Variable A\?

. Lésen Sie nun die Hamilton'schen Bewegungsgleichungen fiir die Variable 8. Bestimmen Sie

mit Hilfe der iibrigen Bewegungsgleichungen den Winkel 6y bei dem sich der Weihnachts-
mann von der Kugeloberflache 16st.

An welchem Punkt (Z,0, —R) schlagt der Weihnachtsmann am Boden auf?
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